UNPA

Universidad Nacional
de la Patagonia Austral

RIO GALLEGOs, 30 AG{. 2004

VISTO:

El Expediente N2 13.002/99 de la Unidad Académica Rio Gallegos; y
CONSIDERANDO:

QUE a Fs. 122 obra nota presentada por el responsable de la catedra Andlisis
Matematico | Ing? Jorge R. LESCANO mediante la cual adjunta una guia de gjercicios
resueltos, extraidos de diferentes parciales tomados en la materia a lo largo de los
lltimos afios, que fue elaborada juntamente con los Ing® Luis BURGOS, Claudia
LAURLUND y Patricio TRINANES;

QUE dicha guia ya ha sido puesta a disposicién de los alumnos y comprende
Limites de sucesiones, Limite de funciones, Continuidad de funciones, Derivadas,
Primitivas e Integrales definidas;

QUE el Ing®. LESCANO solicita que el material citado con anterioridad sea
girado a la Biblioteca “Malvina Perazo” y se adjunte una copia del presente instrumento
legal en el legajo personal de los autores;

QUE fue tratado en Acto Plenario y aprobado por unanimidad,

POR ELLO:
EL CONSEJO DE LA
UNIDAD ACADEMICA RIO GALLEGOS
ACUERDA:

ARTICULO 1°.- ACEPTAR Y AGRADECER la donacién de la guia de ejercicios
resueltos extraidos de diferentes parciales tomados en la materia a lo largo de los
ultimos afos la que comprende Limites de sucesiones, Limite de funciones, Continuidad
de funciones, Derivadas, Primitivas e Integrales definidas, elaborada por los Ing®. Jorge
LESCANO, Luis BURGOS, Claudia LAURLUND y Patricio TRINANES, la que serd
destinada a la Biblioteca “Malvina Perazo” de esta UARG .-

ARTICULO 2°.- INCORPORAR por la Jefatura de la Divisién Administracion de Personal
copia del presente instrumento legal en los legajos de los ing®. Jorge LESCANO, Luis
BURGOS, Claudla LAURLUND vy Patricio TRINANES.-

ARTICULO 3°.- iskgse. Publiquese. ComfiiliRIRge. Tomen Conommlento Blbl:oteca
“Malvina Perazo esa §e Entradas y e

ARCHIVESE.-

Martha A ?rizo
a/c. Subdirgccyih de Daspacho
Consejo de Uhidad
UNPA-UARG

ACUERDO N°



ANALISIS MATEMATICO 1

Ejercicios resueltos
Limite de sucesiones

1) Caleula, si existe, el limite para n — 0 de la siguiente sucesion:
a,=(1n)(2- =)
n
(-1

Tratamos de encontrar L = lim(1-n) (2--

)

Como se trata de un producto, puede intentarse aplicar las propiedades de limite de sucesiones,
estoes, L =LiLy, locual es posible siempre que ambos limites existan y sean finitos, siendo:
, , (-
Lo=lim(l-n), y Ly =lim(2————)
Fen B H

Observa que el término (1-n) = -n (simboliza “aproximadamente igual a -n"" ) para valores de

n suficientemente grandes. Por lo tanto, puede decivse que L;=-0

Por otro lado, L, contiene un término constante: 2 y otro que se sustrae de él y que toma valores
que varian con n segin la siguiente ley: (-1)"/n, 0 sea, -1' /1 = -1, =17 /2= 1/2, -I /3= -1/3, ...

Es decir que los términos de la sucesion serdn: 2-(-1)'/1=3; 2- (-1)%/2= 1.5; 2-(-1)"/3= 2.3333, y
asi. (A esto se denomina una sucesion oscilante decreciente). Para valores muy grandes de n, el

"

término tiende a 0, por lo cual L; se acerca a 2 tanto como se quiera, con solo tomar mds

n

términos de la sucesion. Como L es el producto de expresion que tiende a -oc v un  numero

practicamente igual a 2, puede decirse que el valor de L es también infinitamente negativo, o sea:
L=-x

2} Aplicando la definicion de limite, prueba que:
_—1 M
lim(3- e y=3

A= n2

Por la definicion de limite, se sabe que si se cumple L = lima, , entonces para un valor de € € W’

=
tan pequeio como se quicra, existird un valor N dependiente de ¢ tal que, ‘a,, - L\ < ¢ para todo
nz N. La demostracion consiste en hullar ese N.

Partimos entonces de la expresion |a, — L| <€, que en nuestro caso se escribe:

<E (i}

0 5eq,

< £ fii)
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2
<g ,ycomon >0 para todo

como |(~— 1)"1 =1 para todo valor de n, se cumple que,

2

|
. . r 2
valor de neN, se tiene también que n° >— osea n >
£

— . N serd entonces el primer nimero
e

1 , . .
natural mayor que — . Este niimero depende del ¢ elegido, y es mds grande cuanto menor es el
~JE
“error” expresado por € . Por lo tanto, queda demostrada la igualdad de partida.

3) Utilizando como dato que la sucesion a, :[l+— tiene como limite el nimero
Fi

e=2.71828.., oseaque Iim (l + l) =¢, calcula:
n

l dn+l
f:{?fs[l‘f'%] = L

. Ly AN
7 vEs posible generalizar la expresion h’m(1+—] =¢ a la forma mas unil dada por
17

H—b0s

#a
Hm {1 + 1—] =e¢ (1), siempre que se cumpla [im u, =t (2).
] /[f” HoWE

Nota: Iim i, = oo significa: [{m i, = +0, 0 bien Jim pt, = —o0

A H—el R

Re-escribiendo la expresion a analizar:

] 4+l 1 4n 1 | l Iu 2 l |
— = —_— — —_ - 1 _] .
(”2,«] (Hzn] (1+2n) {(Hzﬂ) M iy

se ve que es posible calcular L como el producto de dos limites L; y Ly, o sea:
L=L;L;, donde:

l In 2 l I
L =lim||1+— - Ly = lim| 1+ —
' ;{{ﬂ( ZJ’IJ Y - r{"_ﬁ[ 2n]

En la primera expresion, de L), se ha reescrito adrede el exponente 4n como 2(2n) para poder
utilizar la expresion (1) mencionada al comienzo. En este caso , el u, de dicha expresion es 2n, y

cumple con el requisito (2), por lo que puede deducirse que el limite de lo contenido entre

1 2n
corchetes: | fm(l + —) =¢ (3)
2n

H—L

Para hallar L, aplicaremos propiedades ya vista de los limites: si L= limb,, entonces

EU Lt

L} = limb?. Porlo tanto, en este caso, L; = fe]’ =& =7.38905...

n—pr:
H— H

1
Para calcular L, = h‘m(l+ —21—] . se utiliza simplemente el hecho de que 1/2n tiende a (} para

n—a y por lo tanto L;=1.
Con estos dos resultados parciales, es facil deducir que: L =L;. Ly=¢". [=¢’ = 7.38905...

MATERIAL DIDACTICE UNPA — 2004
CATEDRA ANALISIS MATEMATICO |
EXPEDIENTE N 13 002/ UNPA-UARG/ VS



tad
n
e

l n+l
4) Calcula: !s'm[ﬁL]

e n+3

Determinacion de 1,

A-pot+8
]
Se debe dar forma a la expresion de a,,, de modo de llevariaa a, = (1 + #] (1)

Ay B son constantes), en la cual sea lim y, =0,

"ow

Entonces:

n+d

£

“_tn+3 a4+l n+3 n+3 [’n+3]

(donde

(2)

n+3 }
By ==

4

Hasta aqui se ha dado forma a la base en la expresidn de a, y hemas encontrado la expresion

de u,; ahora debemos operar sobre ¢l exponente de (2) para darle una forma tal que aparezca

enél u, , tal como se mostraba en (1),

Es decir:
n+2=A4-u4,+8
Debemos encontrar Ay B:
Siou, =- HZS = n=—du, -3 = n+2=-4u,~3+2=-44, -1

A=-4 / \ B=-1 |
[ 1 T’ 4 g, =t
a, =|1+—
H,

+3 , s o+
Siendﬂ H, = _'n /_i,— y Lim lun = Linm— ??—43_ = —0

Entonces volviendo a (1) podemos expresar:

ey =3

Ahora, partiende del limite original:

1 nrl 1 =), -1 1 f =), 1 -1
zm(ﬂ ] — lim| 1+ — 7 | SO N U
e\ 1+ 3 . £y e H, Ky

=4

i, f=1J
=| lim 1+ tim e =¢"
! Jun M J””

v 1
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5) Establece el comportamiento de la sucesion (a,), estudiando si se trata de una sucesion
monotona acotada, siendo:

2
H

n+3

"

Para ver si se trata de una sucesion mondtona analizamos el comportamiento de sus primeros
1rminos:

a, = ! =0,25
4
a, = 4 =05714...
7
9
a,=—=075
T2
a, =E:0,842_.
19

Vemos que, considerando sus primeros términos, la sucesion resulta creciente; debemos ahora
probar que esto es asi para todo “n" natural, es decir que:

a, za, VaneN (1)

a-l =

Veamos que forma tiene a_,, :

a = (n+1) n_2+2n+1 i+ 2n+1

R+l

(n+1P +3 n+2n+143 n+2n+4

Entonces, debe ser:
3 )
e+ 2n+1 ne
-,

At +2n+4 Bt +3

Esta es una desigualdad en la que ambos denominadores son positives, de modo que podemos
multiplicar ambos miembros por el producto de los denominadores sin alterar el sentido de la
desigualdad, luego simplificando queda:

(n3 +2n+ lln2 +3)2 ng(nz +2n +4)
nt #3307 120 +6n+n’ +32 0 + 207 +dn’

Cancelando en ambos miembros, se llega a:
tn+320

lo cual se cumple para todo “n" natural y por lo tanto la desigualdad de partida (1) es verdadera
para todo “n” natural, con lo gue demostramos que (a,) es creciente.

Ahora debemos ver si (a,) estd acotada:
Como (ay) es creciente, ¢l menor término es a,, por lo tanto:

a za, :% vrneN
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Es decir, (a,) estd acotada inferiormente; para ver si estd acotada superiormente planteamos la
existencia de una cota superior C, de modo que a, <C y vemos si esio se cumple Yne N,

Entonces:
a, =C (2)

-3.C<n’-(C-1) (3)
Llegado a este punto, tengo dos alternativas: 1% que sea C—1>0, y 29 quesea C—1< 0.

19 Elijo C >1= C-1>0, y opero en consecuencia:
-3.C

g

C-1
Esta tiltima desigualdad y ,por lo tanto, (2) son ciertas para cualquier valor natural de “n”, ya que

habiendo elegido C > 1, resulta _CSTC <0 y, siendo r un natural, es siempre n*> > 0.

En consecuencia resulta que (ay) es creciente y estd acotada, ya que si tomamos, por ¢jemplo C=2,
podemos afirmar que:

:41—351"52 vneN

Por lo tanto queda demostrado que la sucesion (a,) es convergente, es decir tiene limite finito.

29 Elijo C<1= C—-1<0, operando en (3):
-3.C .-
C-1

El sentido de la desigualdad se invierte debido al signo negativo de (C—1), expresion por la que

dividimos ambos miembros .

Veamos como funciona esto, por ejemplo si C = % La titima desigualdad quedaria:

1
-3 (_ 3) l 2
] == >n* = No existe ne N, que pueda cumplir esta condicidn ya que
L 2
( 3) 3)
cualquier natural elevado al cuadrado es un niimero positivo o cero.
En consecuencia no se cumple tampoco (2) si elegimos C <1,

MATERIAL IHDACTICO UNPA — 2004
CATEDRA ANALISIS MATEMATICO |
EXPEDIENTE N° [ 00V UNPA- ARG



Gpmdiems o1 s s s
MTIHIEIL Vo0 LT 6 LR SRTPNENE AN £

ANALISIS MATEMATICO 1

Ejercicios resueltos
Limite de funciones

1} Resuelve los siguientes limites:

a) fim 23Tl (X U (44 V) _ fim(ax+1) = 4141 =5

x—] X — i 54 _ 1 x—l

NOTA:
Como X =1 es raiz del polinomio 4x* —3x-1, éste es divisible por (x =1}, luego se obtiene el
cociente: (4x+1), dividiendo los polinomios en la forma tradicional o utilizando la regla de
Ruffini.
b lim 23;_2—1 NIV SRV L (x+1) (1+1)

=t =3x4+2 r—>1(x—1) (x=2) r—ﬂ (x=2) -2)
NOTA: Se factoreé el polinomio del numerador apz’fcando “ diferencia de cuadrados’. Para
factorear el polinomio del denominador se usé la resolvente de Bascara.

o h_m : -20x+15 _ th_-(x—})-(x—l) RLE: (x-1) _ 5-3-1) 10 _
=3 x"—x—6 =3 (x=3)(x+2) =3 (x+2) 3+2 2
Factoreo del numerador:

Skt —20x+15= S-(x2 —4x+3); luego el polinomio entre paréntesis se factorea utilizando la
resolvente de Buscara para encontrar sus raices.

” ﬁm_(Zx—3)(3;x+5)(4x—62
x-vn 3x +x-1

Dividimos numemdor y denominador por la mayor potencia que aparece en lu expresion, en

nuestro caso: x° (cuidado que debemos tener en cuenta que en el numerador el producto de las
tres expresiones entre paréniesis también determina un polinomio de tercer grado!), quedando:
(2x=3)(3x+5)(4x-6)

(2% = 3)(3x+5)(4x=6) _ ' ¥ _
i 3x’ +x-1 o 35 +x -1
x3
(25=3) (3x+5) (4x=6) [2_2](32](46] (z_é] 3+§}[4_§]
=lim= X X X = {im L XAX XAX X =lim x s
Kb 3x3 +x—1 K- 3x3 X 1 x—sa 1 1
e i 3+ -
X X x X X
356 1 1 .
haciendo tender x —> @, todos los términos : =;=;—; | y — tienden a cero, quedando:
x x ' x x X
lim (2r—3)(3t+5)(4x 6) 2 3-4 _g
X Iy +x-1 3
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73k G By FTEED
x> 3x? +5x 15
2 B 1] 3 _ 2 _ 5 - 3 3 — 3
I LR £ S VR St e Sk R T S S S S
oaean “\.'Ixﬁ _ 3x3 A= ~._‘."x6 e X—hots '\."I)Cb — 352
__._';3__.. pA
| 5 15
l_,§+ 5 g l—é‘f' 53 .,__? 1_:3:.;._2__,..,.3“
T TP SEN S B 0 S S S
b I| xﬁ _ 3.{1 Xy I| x(! 3yl A—pta I| 3
G— MR- -
II'\' X i I".l X é X ¢ y
. .3 .5 .15
A T 2 TR 1-040-0
3 N1-0
lim | '1——
Kbt .| .'-C
) (x—l) (\,\ +3+2) B
e =
(x +3)- 2?
aiv?
ey (\: +3+2) _
piity R
| X E3H2) NP 4342
S (x+) (1+1)
NOTA:

Para pasar del primer al segundo limite se multiplica y divide por el conjugado del denominador
para lograr en el denominador del tercer limite una diferencia de cuadrados.

L R Y S N PR £ VI
3 sen’(x=3) 3 sen’(x-3) 3 |sen fx=3) =igen (x—3)

1 fiml ik
x0 sen (x- 3) !f'mie--n __(x—S_) 1
(I 3) 13 (_x—3)

NOTA:
Primero se factored el polinomio del numerador, observando que se trataba de un trinomio
cuadrado perfecto (puede utilizarse Bascaru para encontrar sus raices) y en el final se aplica

. S'eﬂ X

fim ( ) =1.

x—=0 X
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o lim STLFX)

2 2
=t X — T

si aplicamos diferencia de cuadrados en el denominador:

lim _senf{m—x) h_m[sen(_fr— x) o1 } — lim sen(m—x) i 1

or(x—g)(x+7) o (x-7) (x+7) (x—m) r(x+m)
= lim %_‘ﬂ.;{-m L -] sen(m=x). i = —1- ! __1
3z [—(fr—x)] o (x+7) wor (m—x) oafx+mw) (m+m) 2z

NOTA: Como x—nr = (7-x)—0, luego, si hacemos un cambio de variables: t=m—x

podemos afirmar:  lim sen(z=x) =lim sen(t) =1
X oE (;r-.x) £l i
oG X g, (023)(xm2) g (R22) g, b
=2(x—3)-sen(x—-2) =2(x=3)-sen(x-2) =rsen(x—2) >2sen(x-2)
(x-2)
=y = =]
jn‘q.se.vz(.\:—i)_ 1
= (x—=2)
ail
w3 avd 243
i fim(x+3] =h‘m(x_l+4] = im[ix—f-ldr--i--) = lim| 1+ =
A | o x—1 =t y—1 x—1 i+ JC_—_]
4

realizamos un cambio de variables:
x—1
u=——; x=4u+1
4

Luego:

du+1+3 durd 4 4 du 4
lim [l+i] = lim [l+lj = [im {(]+l] ‘[l+l} } = t’fm(l+lj -Iim[l%—lJ =
X 1 r—m u Kepm i i Xam u x—s ! u

Y 4 1y ' [ 4 1 4

= !im{(] + —] } Jim[l+—) = {Uzn[H—] } -fim[l-{-—] =¢'] = ¢

A—por H Ee T4 M F—win i A=y 1

| 1 seuf5x) b1
j) - lim (1+sen(5x)]x=d’_in{a; (1+sen(Sx))x™ 5

5 b s3]
wnrsy) = fim (1 + SeH (Sx)):m{i.r} Sx =
)

=y

o & /

RE

ven(Sx)
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NOTA:
Si x>0 =sen(Sx) =0 = Iim —=+4x , ¥
0" senf5x)
1
st x>0 =sen(Sx} >0 = lim = -0

x=0" sen(Sx )
pero en ambos casos, en la ultima expresion de limite, resulta: L=e.

_ X . X . x .l
B lim| T2 = | 253 ?] = i | 2T ] = lim|1+ -
R Hs X% x+5 ol x4+ S5 x 45 K—bre: ?(X‘FS)

7
realizamos un cambio de variables:

—(x+5]

=
7

= x==T7u-5

luego:

=Tu-3 —Tu =% -Tu -5
{im (I+l] = lim {[H- 1) -(]+—]—J } = :'."m(l+l) -t'im(l+ ]—] =
x—en 7] e u u X-ve i x—o i
] w) ! l -5 i w b l -5
= lim {[1 + J } -!im(l+—] = {:’im [1 + —] } -z‘im(l+ --—] =e¢’ 1 =¢"
L—hal u e H R u A= u

2. Prueba por definicion que:

a) lim 2 —4
-2 x+2

lim x—-—"-24=w4@v3>0, 3 8)0 / O(|x—(-2} (5>

x* -4 ! .
(2=t ofe

x' =4 .
‘(——] ~(-4) (e (1)
x+2
x—=2)-(x+2
x+2
|x+2|¢e
Luego, sitomamos § = ¢, podemos decir:
x—(=2) (5 (2)
MATERIAL DIDACTIC UNPA - 2004
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Es decir que para todo £, la condicion (1) se va a verificar para todo x que cumpla con (2), con lo
que queda demostrado que el limite dudo tiene el valor propuesto.

b) lim gx—l =1
x+3 3

hmzx—-l—l<:>VF)03 60 / O(“c 3| 5—)‘[%17 l) ‘(5

A>13

(51

-3¢

.

—t 2}

2x— 3)‘( '%.‘x_?,l({;, %\x—_ﬂ(s,

.3 ‘ .
Luego & :EE .entonces para cada & es posible encontrar el corvespondiente §con cual

consideramos que el resultado limite original es el correcto.

c) fim X2 _g
oo X 45
- lfdx—2
im P2 _ 4 vey0, 3KY0 / x)k—)‘(%—t-- }4@ 1)
xw X+ 5 x+5

[4x—2)_4<5 ,\4x 2- 4(p+$|< |4x-2-4x-20 |-22| o2
x+5 | x+5 | | x+5 |x+5‘ |x+5‘

| , 2()c+5 , 2—5(.1: {Como x> +00 = (x+5)>0 = |x+5;=x+5)
g

2(|;)c+5
o

Luego si H=""=-5  para todo x> H se verifica (1), con lo cual queda probado que el limite
P

dado tiene el resultado propuesto.

3} Comprueba que lim x 8 =4 ydaelvalorde Hpara ¢ = —3-—
AT 400

Podemos comprobar (no probar) el resultado del limite, dandole a x valores positivos
y negativos cada vez mayores en valor absoluto y verificando que el valor
correspondiente de la f{x) estd cada vez mds cerca del valor 4.
Por definicion:
Si ‘f(x)—L| (& paratodo |x| >Hig)=> 1{(}1}"(}6): L
Entonces:
4x -8

T aw W
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4x—8—4x—4‘ ( 3
x+1 | 400
-12 3
) g)
x+1 400 @
Para sacar las barras de valor absoluto debemos considerar dos alternativas.
a) que x — +oo = x > 0, quedando la (2):
12,3
x+1 400
Como ambos denominadores son positivos, operando en la inecuacion resulta:
12-400 <3-(x+1)
12-400<3-(x+1)
4800-3
—————e e < x
3
1599 < x
Luego, debe ser:
x> H, =1599 (3)
para gue se cumpla la condicion (1),
b) que x — —oo = x <0, y si suponemos a x lo suficientemente grande, en valor
absoluto, podemos afirmar que también x +1 <0 quedando, entonces, la (2):
-2, 3
x+1 400
En este caso, y 51 operamos en la inecuacion:
(—12)-400 >3- (x +1)
y resolviendo en forma similar a lo visto en aj, tendremos.
—4800-3
— ->x
3
debiendo ser:
<< H, =—1601 4)

para que se cumpla la condicion ().

Si tomamos H = deﬂHl iH,

todo valor de x que cumpla con:

}, podemos decir que la ecuacion (1) se cumplird para

|x'>H
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En nuestro caso, como H=de{j1599 -160 1-}= 1601, para todo x que verifique

3
400

El

4
|X| > 1601, podemos afirmar que se cumple al

-8
-4
x+1 ‘<

Obviamente el valor encontrado para H (1601) depende del ¢ [%J elegido, pero si

para cada & Somos capaces de encontrar su correspondiente H, habremos probado

que lim [4":_8]———4 :
ol x+ ]
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ANALISIS MATEMATICO 1

Ejercicios resueltos
Continuidad de funciones

Definicion: una funcion f (x) es continua en el punto x,, si:

1. f{x) esta definida en x,
2. Iim f(x)=f(x;)

La primer condicion dice que la funcion f (x) tiene que tener valor en el punto x;
La segunda condicion dice que el limite de la funcion f (x) cuando x se aproxima a x, tiene que ser
igual al valor de la funcion en x,

Observa que en las dos condiciones la funcion se analiza en xy
Recuerda que xy es numero real cualquiera que puede tomar la variable x.

1) Prueba que la funcion constante f(x) = c es continua en cualquier punio xg

Apliquemos la definicion:
La funcion esta definida (es decir tiene valor) en x.
Para cualquier valor de xy la funcion siempre toma valor ¢,

Luego f(x,)=c.
Ademds limc=c= f(x,)

x—rxy,

Como se cumplen las dos condiciones, podemos decir que las funcién constante ¢ es continua en
Xy, y como Xp representa a cualquier punto de la recta, concluimos que las funciones constantes
son continuas en foda el ¢je real.

2) Establece si la funcion f(x) = Jx es continua para cualquier punto xy.

Apliqguemos la definicion:
La funcion estd definida (es decir tiene valor) sélo para x, >0

Luego f(x,}= x—u
Ademds lim ~/x = Z =f{x,) (esto se cumple para todo x>0, pero no en x=0)

X=Xy

Como se cumplen las dos condiciones, podemos decir que las funcion [(x)=+x es continua
paratodox, >0 .
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3) Estudia la continuidad de la funcién f(x)=— enxa=10
X

Esta funcion no esta definida en xg = 0 (no se puede dividir por cero}
Entonces la funcion dada no cumple con la primer condicion de la definicion y por lo tanto no es
continua en xg= 0.

4) Estudia la contimiidad de la funcion:

0 5t x=0

_ en el punto xp=10
1 si x#0

-]

Observa que f (x) es una funcion que toma dos valores distintos segun sea x.

Apliqguemos la definicion:
La funcidn esta definida, tiene valor cero enx;= 0

Es decir f(0)=0.
Ademds Iz'ng f(x)=1, ya que para todos los valores x =0 (atin los muy proximos a 0)

es f(x)=1.

Pero no se cumple la segunda condician de la definicion, ya que:

limf(x)=120=f(0)

Luego la funcion no es continua en xy =0.

5) Prueba que lu funcién:

i 2x—1 siox#2 ]
flx) = , es continua en toda la recta.
3 si x=2

Observa la diferencia. En los ejercicios anteriores se pedia probar la continuidad de una funcion
en un punto; aqui se pide en toda la recta.

Para estudiar la continuidad de la funcién en toda la recta, se debe analizar lafix)en x#2 y
x=2

Para x#2, f(x)=2x-1

Tomando un valor cualquiera xg:

f(x)=2x,—1 (tiene valor=3 f(x,} Vx, #2)
Ademads lim2x—1=2x,-1= f(x,)}

X—rxy

Luego la funcion f(x) es continua para todo valor de x + 2 (i)

Parax =2, f(x)=3
Luego f(2)=3
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Ademas lim2x—-1=4-1=3= f(2)

x—2
Observa la funcion que se utilizé en el cdlculo del limite.

Esto es por que cuando calculamos el limite lo hacemos para valores de x proximos a 2, para los
cuales f(x) = 2x - 1.

Luego la funcion [ (x) es continua para x = 2 (ii)
Por lo tanto, de (i) y (ii), la funcion es continua en toda la recta.

6) Dada la siguiente funcion:
x? si x<0

f(x)=<ax+b si D<x<l
x° si x21

halla a y b de modo que f{x) sea continua para fodo x € R.

En este ejercicio se pide la continuidad de la funcion en toda la recta; por lo tanto el proceso de
andlisis es parecido a la del efercicio anterior. Es decir, primero estudiamos la continuidad de la
Sfuncion para las distintas condiciones dadas eligiendo un punto cualguiera xy luego vemos que
pasa en los puntos criticos gue en este caso son 0y 1.

Observa que | (x) es una funcion cuadrdtica en x <0, cambia a lineal en 0 < x <1 y es cubica
para x 2 1.

De este andlisis saldran los valores de a v b
La funcion f (x) es continua cuando:

flx)=x? para todo valor de x < 0
f(x)=ax+b para todo valor de 0 < x <1
flx)=x para todo valor de x > 1

Por tratarse en todos los casos de polinomios (de grados: 2, 1 y 3, respectivamente), que son
Sfunciones continuas en su campo de definicion (ver propiedades de las funciones continuas).

Veamos si la funcion es continua en los puntos criticos 01y 1.

Enx=0:

f(xy=x f(0)=0 (lafuncion estd definida)
Como la funcion cambia de tipo en x = 0, debemos calcular los limites laterales:

Six—>0 =x<0 :>f(_v4:):_vc2 v resulta:
fimx*=0"=0

=)

Six=>0" =1>x>0 = flx)=ax+b, quedando:
limax+b=a-0+b=b

=07
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Segiin la segunda condicion de la definicion, debe existir el fing f(x), para ello deben existir

ambos limites laterales y coincidir en un valor unico; luego b tiene que ser igual a 0.

Como lim f(x)=0= f(Q), entonces la funcion es continua en el punto en cuestion.
x>l

Fnx=1:

f)y=x" f()=1 (lafuncion esta definida)
Como la funcion cambia de tipo en x = 1, debemos calcular los limites laterales:

Six—>1 =x<l = flx)=ax+b
fimax+b=a-1+b=a+b

=17

Six>1" =x>1 = flx)=x°
Iimx*=1" =1

x—»l"

Segun la segunda condicion de la definicion, debe 3 lm*;' ftx) es decir el valor de los limites

laterales debe ser unico, luego a + b tiene gue ser igual a 1.
Sia+b=1y b=10 at =1

lim f(x) =1= f(1)

Entonces la funcion es continua en el punto en cuestion.
Luego la funcion f (x) es continua en toda larectasi a=1y b=10.

7) Calcula el valor de A para que la funcion f (x) resulte continua en x = 0.

—————— —= si x20

s x=0

Apliquemos la definicion:

La funcion esta definida, tiene valor A en x = (}
Luego f(0)=A4

Segun la segunda condicion:
limf(x)=f(0)=4

Luego el valor del limite de la funcion es el valor de A.
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Teniendo en cuenta que en los alrededores de x = 0, es f(x}= M ; planteamos:
X

lim tg(5x) i sen(Sx) i 5-senf5x) = lim senfSx) lim 5 _ 5

0y x0 x-cox(S5x) —05x-cos(Sx) 0 Sx  =0cos(5x)

Como se cumplen las dos condiciones, la funcion f (x} es continua en x = () siendo el valor de
A=35

La funcion queda de la siguiente manera:

g(5x) si x#0

fix}=

sfox=0

&) Para la funcion f(x)= é-(mJ establece el punto de discontinuidad y si es evitable,
x
indica como se puede salvarse la discontinuidad.

La funcion no cumple con la primer condicion de lu definicion (no esta definida) en el punto
x =0

Luego la funcion es discontinua en x = 0; a continuacion veremos si es una discontinuidad
evitable.

Hemos estudiado que existen funciones que a pesar de no ser continuas en un punlo x, lienen
limite en dicho punto; este tipo de discontinuidades se llaman evitables.

Calculemos el limite de f (x}:

X X

T e ] L 2 ?
h’ml(l ¢q.i(_ic_)_]=“ml(l—wa(x)]_ 14 cos(x) — I 1" —cos“(x) _ iy Sen {x) _
a0 2 A= 2 T+cos(x}) #0 2x(l + co.s‘_(x)) x50 2x(l + cos(x))
351 2 j.
sen‘(x) o Senfx)-sen{ x ) _ _l__h_m._ven_(_,_t_)__l,im_ senfx) :_1 1.020
=0 2x(1+ cos(x)) 0 2x(l+cos(x)) 2 0 x  —0licos(x) 2

Entonces  podemos  definiv una  nueva  funcion  g(x) que coincide con  fix)
V ox#x, y gfx,)=limf(x)=1L,siendo eneste caso x,=0 y L=0.

Xy

1{1-con:
—[-- Cm} st x=0
2 X

si x=0

glx)=
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9) Dada la funcion : f(x) = 2x* —L—1

Estudia su continuidad en V. Seiala si existe alguna discontinuidad y clasificala.
La funcién no cumple con la primer condicion de la definicion. no esta definida en el puntox =1.

Para x+#1 la funcion es continva (haz el andlisis para un x, como hicimos en ejercicios
anferiores)

Luego la funcion es discontinua en x =1, veamos si es evitable.

Para ello (ver el ejercicio anterior) analicemos el limite de la funcidén en dicho punto.
Vemos que la funcion contiene un término en valor absoluto.
Aplicando la definicion de valor absoluto:

2

|x=l=x-1  si x>1 tuego: _f'(x)=2x2—x—_i=2x -1 si x>1

X =
|x—l]=—(x—l) stox <l luego: f{x)szE—L_ll)=2x2+l Six <l

X -

Por lo tanto la funcion cambia de tipo a la izquierda y derecha de [, luego debemos calcular los
limites laterales:

lim2x*=1=2.1"~1=1

=l

fim2x* +1=2.1"4+1=3

a=l

No existe lim f(x) (recordar que los limites laterales deben tener el mismo valor para que asi
x=l

fuera), luego la discontinuidad no es evitable.
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Derivada

ANALISIS MATEMATICO 1

Ejercicios resueltos
Derivada

Definicion: una funcion f (x) es derivable en un punto x, si existe el limite del cociente:

S - flx)
XX,
st es: P = tim L=
T X=Xy
si h=x—-x, = x=x,+h
entonces, s x—x, = h-o0

teniendo en cuenta esto, la f'(x,) toma la siguiente expresion:

+h)—f _
Fixy )= lim LIS (0],
A=} h
1. Aplicando esta definicion, hallaremos la derivada de la funcion: f(x )= ! 5
x—
en ¢l punto x, =i
De (1) tenemos... fil= {m[;] M}:_ S
Analizamos el numerador del cociente incremental...
1 1 1
l+h)=— = )= —=—1
S+ 1+h-2 k-1 S -2

Reemplazando estos valores...

f"(l)'=h'ml (h!—-——lJztim—l- (MJ lim | [lhﬂ}w’ L

= =im-
b0} holl fy h—1 =0 h h—1 =0k h—1 w-vh-—1

2, Otra forma de determinar el valor de la derivada en el punto es, hallar la derivada de la
Juncicn como una nueva funcion y luego a esta ultima calcularla en el punto en cuestion.
Veamos...

fi(x)=1lim

A=l

fh= [t

Compara las expresiones (1) y (2)...
La primera expresa la derivada de una funcion en un punto xy . la segunda, la derivada de la
Juncion coma otra funcion de la variable x,
Analizamos en (2) el numerador del cociente incremental...
1

Cxbh)= (x)= L
Slxsh)=— - flx)=——

Reemplazando estas expresiones en (2)...
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Derivada
f(x)=lim~ I b Yok (322 Gerh=2)) 1 (x-2-x—h$2 )
ook | x+h=2 x-2) #=0h (x+h ZXr—] mop | (x+h-2)x—2)

1 —h . -1 -1
SO [( +h=2)x- 2)] o (u#WJ (—2F

Como se puede observar el resultado de la derivada de la funcion, es otra funcion.
A continuacion calculamos la derivada en el punto en cuestion:

-1

f)= =
oy
Qué valor tiene la derivada de la funcionen x, =2..777
-1
S(2)=

(2-2y

La derivada no tiene valor finito en dicho punto (decimos que f'(x} no estd definida en x, =2) .

3. Veamos otro ejercicio... halla la derivada de f(x)=-2x+1

Observa que no se pide la derivada en un punto determinado, por lo tanto el resultado no serd
esta vez un valor sino una funcion de x.

fix)= ﬂx”ﬁ“.f(ﬁ

k —s(J

Aplicando el procedimiento anterior...

fix+h)=20x+h)+1 ey = ane
fix)= {ffﬁ ‘/2(X+h)+hl —N2x 4!

Para calcular este limite multiplicamos y dividimos el cociente incremental por el conjugado del
numerador:

2t h)+ 1= 241 2(c+ h)+1 42541
h L2+ M1 +2x 11

f'(x)=1im

De este modo nos queda una diferencia de cuadrados en el numerador...

o= lzm('z(xﬂz Vi f -(2x+1) 2wt 2hel-2x-1
0 B 2(ce e leJ2xb1) a0 h{ 2l k)14 42x+1)
fi{x)=1lim . Zh; — =— 2 = L
w0 B 20+ h)F1+-2x+1) 242041 J2x 41
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Derivada

4. Quicres ver este ejemplo... 777
Dada la funcion:

chsenE si x#0
X
Sf(x)=
0 si x=0

gue es continua en x, =0 (5i tienes dudas.. pruébalo); hallar, si existe, la derivada en dicho
punto.
El ejercicio pide la derivada de la funcion en un punto...entonces aplico (1).

() = fim A= S (%)
f(xo)"i% 3

0y ging 200+ A)= £(0)
£1(0) = tim L2

F(O+h)= (0 + h)2 sen 0 }r; v F0)=0 (verla expresion de la funcion...si x = 0...)
+n

. K ‘ . . .
(0= iimn w};{sen% -~ OJ = lmt}h -SL’H% = Q (Este limite va se calculo, ver practico de limites...)

La funcion tiene derivada en el punto en cuestion y tiene valor cero.
Funcion implicita.
5. Hallar la derivada de la funcion: e'=x+y

Una funcion f(x} esid definida implicitamente por la ecuacion Fix,y) = 0, si y solo si, la funcién
¥ =f(x) es solucion de la ecuacion, es decir F(x, f{x)) = 0
Entonces, la funcion dada toma la forma...

e/ —x—p=0
Derivamos esta expresion, teniendo en cuenta que y = f{x):

e'y—=1—-y'=0
y'(e-" = l) =1
. 1
Y et -1
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Derivada
6. La ecuacion x* + y* =1’ representa una circunferencia de radio r y centro en el origen.
. ;. e 2 2 2
La forma implicita de esta ecuacion es... X+y -r=0

Derivamos esta expresion, teniendo en cuenta que...

L e R .

2x4+2p-0=90
. -2x __—_;X:
2y vy

Diferenciales.

El incremento de y (variahle dependiente) debido a un incremento de x (variable independiente)
esta dado por la expresion...
Ay = fx+Ax)~ f(x)
El diferencial de y es...
dy = f'(x)dx
Vimos que el incremento de una funcién se compone de dos términos infinitesimales de distinto
orden. El primero llamado diferencial de la funcion y el segundo que tiende a cero cuando
Ax—0.
Ay = "(xX)Ax+ £(Ax)Ax

tomando a Ax como infinitésimo de comparacion el primer término tiende a f'(x) y el segundo
término tiende a cero:

tim LMY ) w0 Jim (A% _

dr-s) Ax Av—si) Ax
Buscando una aproximacion, decimos que el incremento de la funcion es igual al diferencial de

la funcicn despreciando el segundo 1érmino cometiendo un error que serd menor, en la medida
que Ax sea menor,

]

7. Considerando entonces que Ay = dy ...vamos hallar aproximadamente: 312

La aproximacion en un punto x, es: filx, +Ax )= f(x, )= f'(x, jdx
y considerando que Ax = dx, podemos escribir:

Slxg+Ax)= flxg )+ f'(x, )Ax  (3)

Para hacer uso de esta formula necesito saber cuales son: f(x), x, v Ax

Segun el ejemplo... f(x)=3%x uego...  f(x,)= B\TO

flxg+ ) =3/x, + Ax
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Derivada

|
f (1‘:[})l — ;___

+ X0
Solo falta saber que valor tiene x, y Ax

La eleccion de estos valores depende del valor de Ax. Cuanto menor sea éste, menor serd el
error que se comete.

Si pensamos... 124 =3125-1=35 1= fix, +4x)
Luego...x, =5 y Ac=-1  entonces..
f(50) =45 =5
R U T 1
f (5.1): ST s 53 a2 T ol
3 3.."(53 )2 35 35° 75

De (3) y considerando los ultimos pasos...
Y124 =¥5 =1 = f(5' =)= £(5* )+ £1(5° J=1)=5 +%(- )= 5-0,0113 = 49867

& Otro ejemplo...hallar aproximadamente: sen 31°
Segun el ejemplo... f(x)=senx  luego... f(x,)=senx,
fxy+Ax)= sen(x +Ax)
fix, )=cosx,

Si imaginamos... sen 31" = sen (30” +1' ]= f(x, +4Ax)

Tt [y

Luego... x, =30° % CEy Ar—l”—

c\lt“-i

f(30°)-sen 30° = sen [

J-o
Ja

£(30 +1)=sen[6 180) f( I+ s )( J ,5+-———=0,5+0,015=0,515

=]

(30" )=cos 30° —u){

De (3} y considerando los ultimos pasos...

=]

180 2 180

(*) Como al trabajar con funciones operamos con mumeros reales, los dngulos debemos
expresarlos en radianes,

9. Deriva las siguientes funciones.

a) f(x)=xlnx
b) f(x)=+31g" (x> = 5)+6x*
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¢} flx)=x"""
d) fix)={n .ac)]_"”""r

Resolucion:

a) Para encontrar lu derivada de f(x)=xinx, derivamos el producio de funciones, utilizando
la regla correspondiente:

(wv) =u'v+v'u, donde llamamos u=x, v=Inx

, 1
De la tabla de devivadas sabemos que: ' =1, V'=— , por lo tanto resulta:
X

fix)=uv+vu=linx+ L l+inx , que es el resultado buscado.
X

1

b) f(x)=[3tg"(2x* —5)+6x" =Prg*r2x* =5)+ 62

. ay. . . A -1 ’
Derivamos utilizando la regla de derivacion de una potencia, D(u"Y=n-u"" 1

() =—;~[3Ig4(2x2 ~5) +6x2}_; - 41g? (257 =5 sec? (2% - 5)- (4x) + 12x]

_ 3:4tg7(2x7 - 5)-sect(2xF ~ 5) - (4x) +12x

“(x)
S 23184 (227 = 5) + 6

o) f(xy=x"""

Tenemos una funcion de la forma: f({x)=g(x ). En estos casos, se utiliza el método de

derivacion logaritmica. El primer paso consiste en aplicar logaritmo natural a ambos lados de
la igualdad:

ln[f(x)] =ln (x‘“'":x )
Luego, utilizando la propiedad del logaritmo de una potencia, queda:
!n[f(x)] =sen’x-Inx
Este paso nos permite pasar, en ¢l segundo miembro, de una funcion exponencial a un producto

de funciones (que sabemos derivar). Ahora derivamos, respecio a x, ambos miembros de la
igualdad, wtilizando la regla de la cadena:

’ X l
f-(—)=25€nx-cosx-1’nx+senzx»—

f(x) by

ydespejamos f'(x):
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fix)} :(ZSenx-cosx-fnx+senlx-l¥}f(x)

1 i

' | 2 3

f (x)=(2senx-cosxv!nx+sen x-  |xF
X

d) Este es un caso similar af anterior, por lo tanto seguimos los mismos pasos. Tenemos:

y=f(x)=nx)""

aplicamos logaritmo natural en ambos miembros v la propiedad vista para el logaritmo de una
poltencia:

Iny={1~cos x) In(inx)
luego derivamos respecto a x, recordando que y= f(x) :

(in y)’ = [(l —cos x)- In(in x)]’

o, usando la notacion de Leibniz:

L(iny)=£[(1 - cosx} In(in x)} (1)
v, si llamamos:
u=Il-cosx
v=Inlnx)
< (y) du dv
lta: X =y v|= -~ vty — 2
resulta v d [ ] I e (2)
v, du dv
do: - = = — Vv — 3
v operando e ¥ _v[ 7 Vtu dx] (3)
Calculando ahora las derivadas de u y v:
du

— = —(—senx } = senx

dx

av_ 1 13 1

dx (Inx}x )] xinx
v, finalmente reemplazando en (3), quedu:

dy =y =(Inx) |:genx |in (in x)]+ (1 - cos x)- [__1____ J]

dx

o bien, reordenando la ecuacion anterior:

¥ =(n x)""“"'"'[(senx)' [ )]+ (ILM)]

xlnx

10, Encuentra la derivada de:

y=ffx)= fnz(xgl‘ + _1 ]

x+1
y caleula suvaloren x =1, (f'(1))

Como es una composicion de funciones, utilizaremos la Regla de la Cadena.
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Separamos las funciones de la siguiente manera:

2z 1

X

u=xe , V= ,
x+1

h=u+v" =>h’:££,+v’,
por otro lado, si llamamos:
f=UnhY.  tenemos que fézmk{%]

Por lo ranto, resulta:

Fifx)=2 [h{xe“+ 1 H L ] e (l+2x)— 1_9 .
x+1 e + (x+l

que es uno de los resultados buscados.
Para hallar {*(1) simplemente reemplazamos x por 1, obteniendo f'(1)=11.4799

1. Resolver por Regla de L'Hopital, siempre que sea aplicable:

2) lfm—{--_l - b) h_mx-cos(x); sen( x ) _
v " —] ¥l x

a} lim x-1 =

x =i x” —_

Primero debemos hacer tender la variable a | para ver cual es la tendencia de la expresion:

.ox—1 -1 0
lim = - —
= x"=1 1"=1 0

Podemos aplicar la Regla de L'Hépital derivando numerador y denominador por separado:

tim X2 L
¥= " _l sl nxn nlre- 1

x-cos{x)—sen(x) _

b) lim

x =0 X

En principio hacemos tender la variable a 0 para ver cual es la tendencia de la expresion:

I £§0§(x)3— sen(x) _0-cos(0)—sen(0) N 0

x—0 X 03

o

Podemos aplicar la Regla de L’Hdpital derivando numerador y denominador por separado:

. x-cosx—senx _, l-cosx+x (—senx)—cosx 1, x-senx 1, senx 1
lim- —_— =fim 7 =—-lim-——=—-lim——=-=.1=
=0 x EEY) 3x 3 =0 x2 3 =l y 3
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Derivada

12 Encuentra, si existe, el valor de L, siendo.

A
Iim| —- =L
=X SEHX

Solucion:
. . 0 e
Si bien el limite es indeterminado, la expresion del limite no tiene lu forma o o — para poder
v =]
aplicar la regla de L Hopital directamente. Esio es, tenemos
limlf = L)=limf —limfe=L

o sea un limite de la forma: oo - e

En estos casos, es posible convertir la diferencia a la forma

oo

o
o — utilizando una conversion
fea)

algebraica, por ejemplo:
SRR I e 2 AP B SR I P
f|_./2—( f1f2 J]‘].fz_(fz fl]flfz

En este caso:

esto nos permite escribir:

lim{senx — x){ 1 )z {;’m(w} =1L

Pt X.S5enx S0\ X.senx
que tiene la forma 0/0 para x tendiendo a 0. Derivando numerador y denominador, tenemos:
cosx—1

Im| —— |=L
o0} SEHX + X 05X

Como este limite siguce teniendo la forma 0/0 para x tendiendo a 0, derivamos una vez mas,

obteniendo:
Senx 0
sl = =0
{I—smn[Zcosx—xsenx] 2-0

Aqui es claro que el limite es L = 0, ya que el numerador tiende a 0) y el denominador a un niimero

fimito (2).

13, Sea un tridnguio rectingulo cuyas dimensiones cambian continuamente, ;Con qué
velocidad varia la hipotenusa de este tridngulo, en un momento en gque un cateto tiene una longitud
5, = 15 cm, y el opuesto sy =42 cm, si se sabe que s, disminuye de longitud a razon de 30 cm/s, y
que s; crece a 12cm/s?

Solucidn:

Como en la mayoria de los problemas reales, los requerimientos y datos son expresados en un
lenguaje sencillo, y es necesario expresarlos matemdticamente para poder hallar una solucion.
Primero debemos hallar una expresion para la longitud de la hipotenusa, suponiendo que los lados
varian su longitud en funcion del tiempo. Notando con s,(t} y s,(t) las longitudes variables de los
catetos, podemos deducir que la longitud de la hipotenusa es:

Hit)= s )+ s [em]
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Derivada

Es dato que las velocidades de variacion de las longitudes de los catetos son constantes y valen:
ds,

- =30/
f’ [ ]
5, .
= 12 r.n}(;
H [0 ]
Finalmente, hallamos la velocidad de variacion de H calculando:
ds ds
25,{(t) =2 + 25, (t)—
dH(I): .-dt- _ __df [Cm/S]
dt 2:/s%. (e )+ 5% ()

Esta es una funcion que depende de la variable 1. Como lo que debemos hallar es la velocidad en
un instante determinado, t,, para el cual los catetos valen s.ft,) = 15 cm, y  si(ty) =42cm,
reemplazamos esos valores en (3):

)45

d .
2.5'[](3 i + 25, (t )—5—'

aH(t) dt [em/ 5]

dr =ty ) 2.\%‘;""‘-' 2.-; (fp )+ 52| (f:)

Como en cualquier aplicacion fisica, es importante verificar que las unidades son correctas. Las
. 2 . -

unidades del numerador son cm’/s, y las del denominador cm, por lo cual se verifica que el

cociente es cm/s. Elvalor final es:

P P

dH(1) _15%(=30)+42%12
dt ., 15 +42?

=12108/cm/s]

Este resultado indica un aumento en el iempo de la longitud de la hipotenusa, a pesar de la
tendencia a decrecer de uno de los lados del triangulo.

14.  Estudiar y representar la funcion: g(x)=x"=3x considerando:

a) Dominio.
b) Interseccion con los ejes.
cl Extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Puntos de inflexion e intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo.
e Asintotas.
a) Dominio

En primer lugar vemos que g(x) se trata de un polinomio, por lo cual podemos establecer que su
dominio esta formado por todos los nimeros reales: D, =%

Analizando el comportamiento de la g(x) en los extremos del dominio:

lim g(x)= lim ¥ ~3x= lim x3(l—%):+°°
X

R ] XN—tea Xyt

lim g(x)= lim x3(1—%)=—m
X —p—aa X X
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Por ésto y por tratarse de una funcion continua en todo su dominio podemos decir que el conjunto
del las imagenes de g(x) estd integrado por todos los Reales: 1, =R

b}  Intersecciones con los ejes
Estableceremos los cortes sobre los efes, calculando lus raices de g(x) ( valores de x que anulan la
Juncion) y el valor que toma g(x) en x=0):

Raices:
x=0 ()
g =x* =3x=x(x*-3)=0 = { x=-3
x=—{3

En estos valores de x, la grdfica de la funcién g(x) corta al eje x.

Corte del eje y.
El valor que toma la funcion en x=0 es:

g(0)=0, como se vid en (1)
En consecuencia la grafica pasa por (0,0).

c Extremos relativos ¢ intervalos de crecimiento y decrecimiento

Estableceremos ahora los puntos criticos (donde sospechamos la existencia de un extremo), que
son los valores de x que anulan la derivada de la funcién g, o bien aquellos donde ésta no existe.
Calculamos, entonces, la derivada de g(x):

g'(x)=(x =3xy=3x2 -3
Vemos que se trata de otro polinomio, y por lo tanto la funcicn derivada existe para cualquier valor
real de x.

Luego, igualamos la expresion de g'(x) a cero, de modo que nos queda una ecuacion de segundo
grado en x, que resofvemos:

2 =-1
3Ix2-3=3x*=1)=0 :{x‘“ _

y estas soluciones resultan ser los puntos criticos buscados.

Tratamos de establecer si estos puntos resultan ser mdximos o minimos relativos. Usaremos el
criterio de la primera derivada, esto es estudiar el signo de g'(x) a ambos lados de cada punto
critico:

En Xinp = -1

Elegimos un punto a la izquierda de -1,(por ejemplo: -2) y otro a su derecha (entre -1 y 1,por
efemplo: 0) y calculamos ¢l valor de la funcion derivada en ellos:

x==2 = g'(-2)= 3[(—2)2 - l]: 9>0 = g(x) es creciente a lu izquierda de xy =—1

x=0 = g 0)=3(0-1)=-3<0 = g(x}esdecreciente a la izquierda de x4 =—1

Es decir, que g(x) pasa de ser creciente a decreciente en el punto estudiado, por lo tanto podemos
asegurar que la funcion g(x) tiene un Mdximo Relativo en Xy =1,

El valor que toma la funcién en el Mdximo Relativo es: g(x, )=g(-1)=2.

En Xoz =/ h
Ya sabemos que g'(0} <0 = g(x) es decreciente a la izquierda de xg =1
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Derivada

Elegimos un punto a la derecha de 1 (por ejemplo: 2) y calculamos el valor de la funcion derivada
en él.

x=2 = g'(Q)=3(2"-1=9>0 = g} es creciente a la derecha de xo; =1

Es decir, que g(x) pasa de ser decreciente a creciente en el punto estudiado, por lo tanto podemos
asegurar que la funcion g(x) tiene un minimo relativo en Xy =1,

El valor que toma la funcion en el minimo relativo es: g(x,, )= g(1)=-2.
Desde el punto de vista del crecimiento de la funcion, podemos establecer:
g(x) es creciente en los intervalos (— M,'—l) y (l;+oo)

g(x) es decreciente en el intervalo (-1 ; 1)

d)  Puntos de inflexion e intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo

Los puntos de inflexion de nuestra grdfica, se encuentran en los valores de x que anulan la segunda
derivada de la funcion g, o bien aquellos donde ésta no existe. Estos serdn ahora nuestros puntos
criticos:

3
g'(x)=(x’ =3x)'=(3x? -3)=6x
Nuevamente se trata de una fincion cuyo dominio son todos los Reales, es decir que no existe valor
de x para ¢! cual no exista la segunda derivada de g .
Entonces, igualamos la expresion de g''(x) a cero, y resolvemos:

g (x)=6x=0=> xp3=0
Este es nuestro punto critico, es decir donde sospechamos que puede existir un punto de inflexion

de la grdfica de g(x). Para determinar gue asi es, estudiamos la concavidad a la izquierda y a la
derecha de xy =0.

Elegimos los puntos:

x=-2 = g'"(-2)=6-(-2)=-12<0 = [agrdfica de g(x) tiene concavidad hacia abajo en
(=o0;0)

x=2 = g'"(2)=6-(2)=12>0 = la grdfica de g(x) tiene concavidad hacia arriba en (O,‘+oo)

Como en el punto en estudio hay un cambio en la concavidad de la grifica de g(x), podemos

concluir que existe un Punto de Inflexion en x43 =0.

¢ Asintotas

Como el dominio de la funcion g(x) es D, =R, no existen puntos de indefinicion de nuestra funcion
¥ por lo tanto no tiene asintotas verticales.

FPara establecer la existencia de asintotas horizontales se estudia la tendencia de la funcidn cuando
R S e tf_f’?fm 8(x) =K (constante) o ximm g(x}=K entonces puede afirmarse que

la recta horizontal y =K es asintota de la grdfica de la funcion.

Como estos limites ya se estudiaron y no resultaron de la forma antedicha, decimos que y=g(x) no
tiene asintotas horizontales.

Por ultimo, analizaremos si existen asintotas oblicuas (del tipo y=ax+b):

Cdlculo de la pendiente (a).

3
. oglx) _,ox =3x .
a=lim=""=lim" =fimx 3=
X X X—yea X oo
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Al no tener el limite un resultado finito podemos decir que y=g(x) tampoco tiene asintotas
oblicuas.

De acuerdo a todos la informacion elaborada a partir de los datos, podemos trazar la grdfica de la
Sfuncion y=g(x), que resulta:

Punto de Inflexion en
x=14

minimo relativo enx = 1

I
i
e e — —_—— e — = =
E
H

g(x) creciente

decreciente

NOTA: Esta funcion es impar ya que cumple con:
—g(—x) =~ (=x)'=3(-x) |=-[ —x*+3x |= ¥ - 3x=grx)
de modo que podriamos haber estudiado su comportamiento sélo en el intervalo [0,'+oo) ¥, por
simetria respecto al origen de coordenadas, reproducir lu funcién para el semieje (= o0;0).
En este efemplo preferimos dejar esta circunstancia como verificacion del cdlculo.

i5. Grafica la funcion: f(x)=x"+ ! , indicando:
X

a)  Dominio.

b)  Simetrias. Paridad o imparidad.

¢} Interseccion con los ejes.

d)  Extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento.

¢/ Puntos de inflexion e intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo.
B Asintowgs.
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a) Dominio
Esta expresion esta definida para cualquier valor de la variable, exceptuando al cero:

Dom={xe R/x#0}, o también Dom =(=c0;0)lJ (0;e)

b)  Simetrias - Paridad o imparidad

Recordamos que una funcion e¢s par si f(x)= f(-x), impar si [(x)=-f(-x) y sin paridad

definida si no se cumplen ninguna de las condiciones anterioves.

: 2 1

Sabemos que f(x)=x"+—
X

Obtenemos:  f(—x)=(-x)f +—=x"——

Como no se cumplen ninguna de las condiciones anteriores, la funcion no tiene paridad definida.
¢)  Intersecciones con los ejes

Fara ver donde la grdfica corta al eje y, debemos calcular f{0)). Como 0 no pertenece al Dominio de
la funcidn, concluimos que no exisie interseccion con el eje y.

Fara obtener las intersecciones con el eje x, debemos igualar f{x) = 0y despejar x:
3
x +1

x2+l=0:> =0 = X +1=0 = F=-1 = x=¥-1 = x=-1
X X

La curva corta al ¢je x una sola vez, en ef valor x =-1,

dj Extremos relativos e intervalos de crecimiento y decrecimiento
Para calcular los extremos relativos, debemos derivar la funcion y analizar para qué valores de la
variable x, la derivada no existe o se anula {puntos criticos):

fix)=x° +—l-=x2 +x”
X

f(x)=2x-x7= 2x——1,~

X
La derivada no esta definida para x = 0, pero como el 0 no pertenece al Dominio de lu funcion, no
puede haber extremo en ese lugar.
Buscamos aquellos valores gue anulan a la derivada primera:

1 P
2x—-—=0> 53(,—:0 = 2x'-1=0 = 2X’=] = ¥ =

2

1
x x° 2 2

1 " ,
En el punto x =3 5 puede existir un extremo relativo.

Para saber si corresponde a un mdximo o a un minimo relativo, una alternativa es estudiar el Sigho
de la derivada segunda valuada en ese punto:
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f()=2x-x7 = fx)=2-(2n"= 2+~—2~3~
X

. | . .
Esto significa que en x = {/; existe un minimo relativo. (1)

Ahora podemos determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion:
o Enelintervalo (—ee;0), es f'(x) <0, por lo tanto la funcion es decreciente.

’ 1 . 3 .
o Enelintervalo | Oy 3t por (1} la funcion es decreciente.
l . :
o Enelintervalo 31’5;00 , por (1) la funcion es creciente.

e Puntos de inflexion e infervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo

Para encontrar los puntos de inflexion, debemos estudiar los puntos en los que la derivada segunda
de la funcion, no existe o se anula (puntos criticos).

‘e 2
Siw=245

Esta expresion no esta definida para x = (), pero como el 0 no pertenece al Dominio de la funcion,
no puede haber punto de inflexicn en ese lugar.

Buscamos ahora, aquellos valores que anulan la derivada segunda:

2x°+2

2
fx=2+— = 2+%=0 = —=0 = 2'+2=0 = ’=-2 = ¥=—1=

3
X X

X
= x=34-1=-1

En x=—1 puede haber punio de inflexion. Debemos analizar ¢l signo de la derivada segunda a
izquierda y derechu de este punto.

f=2)=2+ (—z_f >0 , lacurva es concava hacia arriba a la izquierda de x = -1
. 1 2 , ) .
71— > =2+ —— <0, lucurva es concava hacia abajo a la derecha de x =—1

i 3
2
Luego, en x =—1 existe un punito de inflexion.

Ahora determinamos los intervalos de diferente concavidad de la curva:
o Enelintervalo (—eo;~1), f("'(x) >0, por lo tanto la funcion es concava hacia arriba.

o Enelintervalo (-1,0), f7(x) <0, porlo tanto la funcién es céncava hacia abajo.
o  Enelintervalo (00}, f'(x) >0, por lo tanto la funcidn es céncava hacia arriba.
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§i Asintotas

St consideramos los alrededores del punto de indefinicion de f(x), o sea x =0, vemos que:
lim x* + — = —co y lim x4 1— =+oo  de donde podemos concluir que existe una asintota
=07 X a=0° by

vertical de ecuacion: x=0.

Debemos, ademds, buscar la ecuacion de la o las rectas que puedan ser asintotas oblicuas de la
curva. La ecuacion buscada tiene la forma y=ax+b.

Cdlculo del coeficiente “a” (pendiente de la recta):

. fx
a=lim —‘f( )
R Lol x
2y ]
X

, ¥ Cox+l o x el 33
a=lim— = lim~ —=lm— =lim~—=lim=x

P - ey 1oy X oy s—pea P

Estudiamos este limite cuando x — 400 y x — —oco:
. .3
lim -x=eco A lim —x=—oo
e D g—mee
Luego, no existe valor finito de estos limites y en consecuencia no hay rectas oblicuas asintéticas a
la grificade y= f(x).

Grdfica:

i T T z---r“5—--r-urflr---:--”r——-z--"e-"*s“
I ] 1 i $ i i 1 1 H |
I : I I I ; . t ) ' |

e R Rl T el T o To— g m -
! 1 1 ] 1 1 1 ] I 1
! ) ! ' I 3 I : i I

D A S S Sl el R B Y AN A e B S B N
i ] 1 E 1 1 } 1 i 1 ]
i ' I i I : 2 I ; i t

“wlwm_E__ulh"_i__“f-__i_ B A TTThTTYTY T YT T
i 4 1 1 1 i i 3 1 |
1 | 1 1 1 1 v 1 1 !

R T It el il S rm TTTAT T |
I I i I
) I : |
] T T

MATERIAL DIDACTICO UNPA — 2004
CATEDRA ANALINIS MATEMATICO |
EXPEDIENTE N* 13.002/UNPA-LARG/Y



Analisis Matematico 1 35 Ejercicios resueltos

Derivada

16.  Estudia la funcion
Y = X —senx
Deben encontrarse:

1. Dominio de definicion de la funcion.
2. Los puntos de discontinuidud.
3. Los puntos de maximos y minimos, relatives v absolutos.
4. Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
3. Los puntos de inflexion e intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo,.
6. Las asintotas de la funcion.
Solucion:

1. La funcidn estd definida para todos los valores de x = D =%

2. La funcion es continua en todos sus puntos, ya que:

limx=x, A limsenx=senx,Vx, e Dom[f(x)]

X—hxy Xy

3. Para determinar los mdximos y minimos de la funcion hallamos la derivada primera:
v = f'{x)=1-cosx

Ln este caso, la derivada existe en todos los puntos, y se anula en los puntos en que cosx =1, o sea
en X, = 2a% (puntos criticos) . (Recordamos que la condicién de anulacion de la derivada primera
es una condicion necesaria, pero no suficiente para que existan mdximos o minimos! 1)
Para el andlisis existen dos criterios, a saber:
a)El criterio de la derivada primera.
b)E] criterio de la derivada segunda.
a)El criterio de la derivada primera dice que si en puntos cercanos al punto critico x, a ambos
lados del mismo, hay un cambio de signo de la funcicn y’ = f'(x) = 1~cosx, entonces existe un
extremo en X, . Ademds, si el extremo es un minimo debe cumplirse que para x<x,, sea y'<0, y que
para x>x, se cumpla que y'>0. Por otro lado, si el extremo es un méaximo debe cumplirse que para
x<x, sea y'>0, y para x>x, resulte y'<().
En este caso, se cumple que y'>0 permanentemente para cualquier valor de x, por lo cual puede
decirse que no existen mdximos o minimos (va que no hay cambios en el signo de la derivada) a
pesar de que la derivada se anula en los puntos criticos (ver el grdfica de la derivada).
b) El criterio de la derivada segunda dice que en los puntos criticos x, debe analizarse el signo de
la derivada segunda, y''=sen(x,) en nuestro caso. Si el signo es positivo, entonces se trata de un
minimo, y si es negativo se trata de un mdximo. Pero la funcion y''=sen(x) se anula en todos los
punios criticos x,=2n7 . St la derivada segunda se anula, no es posible aplicar este criterio para la

obtencion de exiremos. Por lo tanto, debemos concluir gue no existen maximos y minimos en fix).
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La grdfica de la funcion es:

..........;....J’./j.ll......(...,
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ANALISIS MATEMATICO I

Ejercicios resueltos
Primitivas

X

1 Caleulamos: J. —tlx
(ax? +3f
o . 2 ar®
Escribiremos la integral como (4): + 3] xdx
Utilizaremos el método de sustitucion, por o tanto Hamaremos:
u=4x*+3 % du = 8xdx
trataremos de expresar la integral de la forma Iu_ﬁdu

Por tanto,

j(4x2 +3)_{(i xdx =£J(4x'1 +3Ti 8xdx :é-[u"ﬁdu =—{-u—_i+c :_%(“ug +3)-5 +C

8 (-5)

Recordemos que podemos comprobar la validez del resultado derivando:

(g e 3) L 2 . L
[ = (4x7 +3) +C] i 5Yax? +3)7 - (8x) =
2} Resolvemos: J-CU.';" X dx

Debemuos tener claro que esta integral no es de la ﬂ)rmaju “du, ya que si suponcmos que U =COSX, no

tenemos manera de “fabricarnos” el du. (Pensemos que serin du = d(cos x ) = (cos x ) dx = — sen xdx ).

1+ cus(Zx)]

. . . g 2
Aplicaremos una de las formulas vistas para el semigngulo: cos” x = . Por lo fanfo,

J-“‘COSL)1L :—_[;'+cm2x)dx —de+j-cos2xdx]—

jcos‘T x dx=

dx
! !
[de+ Jcos2rd2x:| [r+—sen2xi|+C—~2-x+zéen2r+C

dax

xluix

3} Obtenemos: ] (Sugerencia: utilizar sustitucion)

Vamos a realizar un cambio de variables:

u=In «;
!
Ly i
di = 2 J_x dx =—dx
X 2x
i
2du=—dx
X
St reemplazamos en la integral:
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J ax :J j_-id\c——)j-{2du=2-|'1du=2£nu—>2:’n(in-\n’;)+C
M I

xidx In-ix x

Es interesante observar que el dominio de esta funcion primitiva es A={xe R/ x> 1},gpor qué?

3N :
4) Ix ¢ dx {Sugerencla: u = x°)

2
H=x

du=2xdx

Aplicamos la siguiente sustitucion: g,

jx‘? e'rz dx= Jx‘j exzxa'x='[u e” g'-%{-:i‘[u e du
2 2

Esta integral se resuelve aplicando el método por partes: Jz dv=zv- JV dz
Donde:

Z=1u

> = du

dv=e" du
"]

v=¢

Luego. Ix3 e dx > éj‘u e* du =§(u e - Je” du)= :; (u e -e” )= ; (C’” fu - 1'))

St sustituimoy por la variable original:
2 il .z
Ix3 et dx= - L (x’ ~})]+C

5) j.3\."r2_:cos( x Jsen( x )dx

w=2+cos(x)
Aplicamos la siguiente sustitucion: du= ~sen{x)dxx

-du= sen{x)d

! | LY i
N R ] 3 3 ud  wd 3377
Reemplazando: A2 +cos(x) sen(x)dx — [u” (—du)=- |u’ du= TSy 7 u
~+1 —
3 3
m——— 3.
El vesultado final es : j3 2+ cos(x) sen(x)dx = 7 i 2+ cos(x))4 +C
6 j\u"|]2+4x—x2dx
Expresamos el integrando como uno de la forma: Jax? +bx+c
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Para ello, debemos completar cuadrados en ¢l radicando:
I244c-x7 =-(x° —4x-12)

7

v —dy-12=x? —4x+ (2P -0V -12=(x-2Y 4-12=(x-2) - 16=(x - 2) - 4°

Luego: J\'12+4x xlde= j\.-|r— ]dx J x 2)3 dx

Esta integral se resuelve aplicando la sustitucion U =X =2 y luego, por regias de

integracion, ef resultado ex - .’--\J' 12+4x—x"dx = %[X V12+4x—x’ +4% arc Sen(XT-ZJ ] +C

2x -8
7}  Resolvemos: Jx:dx

| 3
Wl x~x"

Planteamaos la siguiente sustitucion:

u=1l-x-x°
du = -2x-!)a'x
- du=(2x+1)dx

Si escribimos el numerador del integrando de la siguiente forma:

-8 f w9 J'[ oy -9 ]dx:

'J x-x? 1 x-x’ 1 x-x° W'I—x—x“}

2x+1 i
= '[ II?{C.*-].‘) dx-’,—J‘ ; : dx ;J.:i?dx—s)J.——:————i)dx
Nl-x-x° “hex-xt Ml-x-x° Wyi-x-x°
Vamos a separar el problema en dos integrales: 1y il
2x+1 !
ntegral | : | ——=dx Integral I : | -
Ji-x-x” JI-x-xo
Resolucidn de la integral I
w=1-x-x°
Aplicamos la sustitiucion a'u=(-2x- I]a’x
~du={2x+1)dx
2x 41 d ! e
+ ) _l 3
J.,II,_I — dx = %:—Ja 2dy= -2 = -2aJu= -2y -x-?
"\."f-x-x“ W ‘*i‘l‘l
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Integrales

Resolucion de la integral Il
1

Expresamos el integrando como uno de la forma:
Jaxt +bx4c

Para ello, debemos completar cuadrados en el radicando del denominador

l-x-x"=-(x* +x-1)

) 2 2 2
> ; 1Y (4 Iy f ! 3
- -j=x" — -1 — .f: — _...-_f: + — -—
X +x-f=x +x+(2J 2] (x+2] ; (x 2} p
1 i 1
Lucgo: J._i_, dx:J. T ] X jambién J- ' > dx
Sh-x-x° | ] 5 Il 5 ] 2
Nl | Bl = - x+=
'|1|' 4 HRES 2
¥, sucando factor comiin dentro de la raiz, queda:
J‘il — 1’ _______dx:j j - d,¥=1||§ __ I __z_dx
| 2 -' -
| P \f+i — r+-j q|||1_ w,l'li -’f+l
22 ] =2 LY 2
&K E s
| Y g V Wy

De la tabla de integrales obrenemas ef resuliado:

arcsen(u)+ C = arcsen [ ,'I 4 [x + é ]] +C

1]
L

Si flevamos los vesultados de las integrales [ y Il al problema original:

|I 2 — 32
- — Y | !
,—2{ 8— x=-21-x-x" +In x+qlll(x+iJ - _\II,';S. +C
Afl-x- x’ i 2 4

5x-8 ; ; .
— (sugerencia: fracciones simples)

Ny I e
x' - 2x% —8x
El primer paso es obtener lus raices del denominador del integrando, para poder identificar en qué caso

de integracion nos encontramos:

UNPA - 2004
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xf =2 —Sx=x-(x* ~2x-8)

El factor entre paréntesis es un polinomio de segundo grado, por lo tanto podemaos oblener sus raices
aplicando la Formula de Bascara.

J
' =2 = 8x=x-(x+2)(x-4)
La descomposicion en fracciones simples del integrando toma la siguiente forma (raices reales y simples):

5x-8 sx-8 A B C

+..._
o =27 —8\' X (x+2) fx - 4) x x+2 x-4

5x-8———[£+i-+—c—}x-(x+2)-(x-4)
x x+2 x-4

Sx-8=A-(x+2) (x-4)+B-x-(x-4)+C-x-(x+2)

Esta expresion es una identidad vdlida para cualquier valor real de x. Por cada valor que se le asigna a la
variuble x, estamos en presenciu de una ecuacion en la que las incognitas son 4, By C.

Six=0— -8=4-712)-(-4) luego: A =1

Six=-2-5 5(-2)-8= B-(~2)-(2-4)  luego B;%

Six=4— 5(4)-8=C-4-(4+ 2} Iuego:C=%

La descomposicion del integrando fomua la formu:

5x-8 1 3 >

=—+ +
X (x+2)-(x-4) x x+2 x-4

Volviendo ahora al ejercicio de integracion:

31
-[.___5';..__)&... d _—,J‘ 5I-$ dx :J. _{_}_ .__z_+_2__ v =
x? = 2x7 — 8x X-fx+2)-(x-4 X x+2 x-4
3 !

=J‘idx+j 2 gyt |2 dx——J. d.x+— ——-1—---dx+1J. ! dx =

X x+2 x+2 24 x-4
=lx+inix+2)+inx-4)+C
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Integrales Definidas.

i

9)  Evaluamos: J(xj +4}jx

-2

Aplicando las propiedades de la integral, tenemos que

/ ’ Loyt 1 (=2 15 33
_J;(xj +4)dx =_jx3arx +:[4dx = . +4a, =[E_L4—]+ [4—4-(-2)]=“7+ 2=

2

1
10)  Hallaremos ef darea 4 encerrada por la curva y = ﬁ Jas rectas x=1y x=3, y el gje de las
5x=-2

abscisas.

, va que es la funcion dada integrada entre los valores 1y 3 del

3
x

Lo gue se pide es calcular A= Ji

i Sx -2

eje de abscisas. La funcién existe para todos los valores a integrar (la raiz de la funcion estd en x=2/5),
por la cual es posible realizar la operacion. Conviene utilizar la sustitucion ~ u=5x-2, con lo cual el
diferencial nos queda du = Sdx y tenemos:

u

J(Ii_.)zij.u_”gdu
SNuo S

Cuando tenemos una integral definida, podemos trabajar aj encontrando la primitiva en la variable u y
después cambiando a la variable x resolviendo la integral definida entre sus extremos originales, o bien
b) trabajando directamente con la variable u, cambiando los extremos.

2 ———
a) ; Ia:“"ldu L e- % J5x-2+C=Flx)+C

Como se trata de una integral definida, resulta A= F(3)— F(l) =1.4422-0.69282 =0.7404

b) Agui renemos que tener en cuenta que cf drea a calcular estd expresada en una variable u que es
distinta de x. Por lo tanfo, es necesario analizar qué ocurre con la variable w al pasar x de { a 3.
En nuestro caso, tenemos:
u=>5x-2 porlocual x=l—u=51-2=3
x=3—>u=5-3-2=13
Por lo tanto,

13 1 ]
_ __.[%132 _%32]:07494001
3

que como vemos coincide con el resultado anterior. Grdaficamente, el resultado de integrar esta funcion
puede verse en la sigidente figura.

A W S | DL
11 Coleularemos of dreg encerrada por lox sividentes funciones.:
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%000 ,_%000
£(x) = 3000 cosh—— = 3000F — ¢
: 3000

Como el vano es de 100 metros, si ubicamos el arigen del gje x en el centro del vano, los extremos de
integracion resultan... a=-50 y b=1350

Para simplificar el calculo de la integral, como f(X) es simétrica con respecto al eje "y ™ (si tienes dudas

de ello...animate a probar que f{x) es par), se tomard como extremos de integracion 0y 50 y al resultado lo
mudtiplicamos por 2.

Y 1 x e%uuu _ e’%{mn
Por otra parte {'(x) = 3000 senh| — |- —— = senh = , entonces:
3000 | 3000 3000 2
s = 2]501’ 1+ senk’ —— dx
o 3000
Como cosh® x —senh’x =1 resulta que... coshx =1+ senh’x fuego...
5= 2‘[50\/ 1+ senh? —— g = 2rﬂcosh al
0 3000 0 3000
Para resolver la integral aplico el método de sustitucion...
u=— = 3000.du=ax
3000 3000
Si x=90 u=>0
Siox=350 u = 0,016666666
s =2 cosh—— dx =2-3000(""" coshu du = 6000-sent o =
0 3000 0 ¢

= 6000(senk 0,01666 — senk 0)=100,0046

La longitud del cable es de 100,046 metros.

13} También se encuenira entre las aplicaciones de la Integral Definida, el calcuto de volumen de un
solido.
Uno de los métodos de céiculo es el de seccion de drea conocida cuya formula de aplicacion es:

V= j:A(x) dx

Para aplicar ésta formula, las secciones del solido deben pertenecer a planos perpendiculares al efe "x” y
tener drea conocida en funcion de x. ( A(x))
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Veamos un ejempio...

Un sdlido tiene una base circulur de 4 unidades de radio. Hallar su volumen si toda su seccion
perpendicular al eje "x" es un cuadrado.



